
1 Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

1.1 Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ Ãèëüáåðòî-
âûì (îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ H)

Òåîðåìà 1. Íîðìà ñîãëàñîâàííàÿ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñóùåñòâóåòô âûïîëíåíî ðàâåíñòâî }x�y}2�
}x� y}2 � 2

�}x}2 � }y}2�
1.2 Òåîðåìà îá ýëåìåíòå ñ íàèìåíüøåé íîðìîé. Ðàçëîæåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

â ïðÿìóþ îðòîãîíàëüíóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáîé ïàðîé ñâîèõ òî÷åê îíî ñîäåð-
æèò è ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê

Òåîðåìà 2. (îá ýëåìåíòå ñ íàèìåíüøåé íîðìîé)
Ïóñòü M - çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî H, òîãäà â M ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ñ íàèìåíüøåé íîðìîé è
îí åäèíñòâåíåí.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ H îðòîãîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâó L íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì äîïîëíåíèåì ê L (îáîçíà÷àåòñÿ LK)

Òåîðåìà 3. (î ðàçëîæåíèè Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â ñóììó)
Ïóñòü L - çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî H, òîãäà ñïðàâåäëèâî H � L` LK, ò.å. @x P H D! x1 P L, x2 P
LK : x � x1 � x2

1.3 Òåîðåìà Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà

Ëåììà 1.1. Ïóñòü fpxq - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íàä H è f � 0, òîãäà dim pker fqK � 1

Òåîðåìà 4. (Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà)
@ fpxq P H� D! h P H : fpxq � px, hq, }f} � }h}

1.4 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Ñâîéñòâà ñëàáî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1. xn ã x0, }xn} Ñ }x0} ñ xn Ñ x0

2. xn ã xñ lim
nÑ8

}xn} ¥ }x}

3. (Ëåììà Êàäåöà) xn ã xñ Dtnku : xn1 � � � � � xnk

k
Ñ x

1.5 Ïîëíûå, çàìêíóòûå, îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé â H, åñëè ëþáîé ýëåìåíò èç H ìîæíî ïðèáëèçèòü
êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èç ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ñ íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ñèñòåìà txnu8n�1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè èç px, xkq � 0,@k P N ñëåäóåò x � 0.

Òåîðåìà 5. Â H ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè è ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 6. (Ðèññà-Ôèøåðà)

Ïóñòü tenu - ïîëíàÿ ñèñòåìà è ïóñòü çàäàíà tcku � C :
8°

k�1

|ck|2   8ñ D! x P H : px, ekq � ck è
8°

k�1

|ck|2 � }x}2

1.6 Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè

Òåîðåìà 7. Â ñåïàðàáåëüíîì H ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.

Òåîðåìà 8. Âñå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû ñ èçîìåíòèåé ìåæäó ñîáîé.

2 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Îáîáù¼ííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà: Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñâî C1r0, 1s ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-

åì pu, vqw �
1³
0

uvdt �
1³
0

u1v1dt ïîïîëíèì ýòî ïðîñòðàíñòâî ïî íîðìå, òîãäà ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

W 1
2 p0, 1q.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ðàññìîòðèì }un � um}W1
2 p0,1q

- ôóíäàìåíòàëüíàÿ, òîãäà Îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè u íàçûâàåòñÿ lim
nÑ8

u1n � v
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Ëåììà 2.1. Ïóñòü upxq P C1r0, 1s, òîãäà }u}C ¤ ?
2}u}W1

2 p0,1q

Òåîðåìà 9. (Âëîæåíèÿ)
Ïðîñòðàíñòâî W 1

2 p0, 1q � Cp0, 1q, ïðè÷åì îãðàíè÷åíî (DM ¡ 0 : }u}C ¤M}u}W1
2 p0,1q

)

Òåîðåìà 10. Âëîæåíèå W 1
2 p0, 1q � Cp0, 1q êîìïàêòíî.

Ñëåäñòâèå 2.1. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îãðàíè÷åííîé â W 1
2 p0, 1q � Cp0, 1q ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, ñõîäÿþùóþñÿ â L2r0, 1s.

2.1 Îáîáù¼ííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Ïðîñòðàíñòâî 9W 1
2 p0, 1q - ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, íî ôóíêöèè äîïîëíèòåëüíî îáðàùàþòñÿ â 0 íà êîíöàõ îòðåçêà.

1-àÿ êðàåâàÿ çàäà÷à $''''''''&
''''''''%

�
aptqu1ptq�1 � cptquptq � �fptq,
up0q � up1q � 0,

0   a0 ¤ aptq ¤ a1   8,

0 ¤ c0 ¤ cptq ¤ c1   8,

fptq P L2p0, 1q,
aptq, bptq �Îãðàíè÷åííûå è èçìåðèìûå íà [0,1]

(2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.3. Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (2.1) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u P 9W 1
2 p0, 1q,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó @v P 9W 1
2 p0, 1q

» 1

0

�
aptqu1ptqv1ptq � cptquptqvptq� dt �

1»
0

fptqvptqdt

Òåîðåìà 11. Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî

Ëåììà 2.2. (Íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå)

Ïóñòü u P 9W 1
2 p0, 1q, òîãäà

1³
0

u2dt ¤ ³pu1q2dt
2-àÿ êðàåâàÿ çàäà÷à $''''''''&

''''''''%

�
aptqu1ptq�1 � cptquptq � �fptq,
u1p0q � u1p1q � 0,

0   a0 ¤ aptq ¤ a1   8,

0   c0 ¤ cptq ¤ c1   8,

fptq P L2p0, 1q,
aptq, bptq �Îãðàíè÷åííûå è èçìåðèìûå íà [0,1]

(2.2)

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (2.2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u P W 1
2 p0, 1q,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó @v PW 1
2 p0, 1q

» 1

0

�
aptqu1ptqv1ptq � cptquptqvptq� dt �

1»
0

fptqvptqdt

Òåîðåìà 12. Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî

2.2 Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

1-àÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

D � Rn - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.$''''''''''''''&
''''''''''''''%

n°
i,j�1

B
Bxj

�
aijpxq BuBxi



� cpxqupxq � �fpxq

u|σD � 0,

a0}ξ} ¤
n°

i,j�1

aijpxq|ξi||ξj | ¤ a1}ξ}
0   a0 ¤ apxq ¤ a1   8,

0 ¤ c0 ¤ cpxq ¤ c1   8,

fpxq P L2pDq,
apxq, bpxq �Îãðàíè÷åííûå è èçìåðèìûå íà D

(2.3)

9W 1
2 pDq - àíàëîãè÷íî ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â 0 íà ãðàíèöå.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (2.3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u P 9W 1
2 pDq,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó @v P 9W 1
2 pDq»

D

�
ņ

i,j�1

aijpxq BuBxi

Bv
Bxi

� cpxqupxqvpxq
�
dx �

»
D

fpxqvpxqdx

Ëåììà 2.3. (Íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå)
upxq P 9W 1

2 pDq, òîãäà ñïðàâåäëèâî
³
D
u2pxqdx ¤ C

³
D
p∇uq2dx, C çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè.

Òåîðåìà 13. Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

2-àÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Âñå àíàëîãè÷íî, òîëüêî íà ãðàíèöå
Bu
Bn |σD � 0 è c0 ¡ 0.

3 Êîìïàêòíûå (âïîëíå íåïðåðûâíûå) îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

3.1 Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îïåðàòîð B íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê îïåðàòîðó A, åñëè @x, y P H : pAx, yq � px,Byq
Òåîðåìà 14. Ïóñòü A - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òîãäà D!A� - ëèíåéíûé è îãðàíè÷åííûé è }A} �
}A�}

3.2 Âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 3.2. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì, åñëè ñëàáîñõîäÿþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïåðåâîäèò â ñèëüíî ñõîäÿþùóþñÿ.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü A - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé, òîãäà èç xn ã x ñëåäóåò Axn ã Ax

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü A - âïîëíå íåïðåðûâíûé, òîãäà A� - âïîëíå íåïðåðûâíûé

3.3 Êîìïàêòíûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå 3.4. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïåðåâîäèò â ïðåä-
êîìïàêòíîå.

Òåîðåìà 15. Îïåðàòîð A - êîìïàêòíûé ð îí âïîëíå íåïðåðûâåí.

3.4 Ïðèáëèæåíèå êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

Òåîðåìà 16. Ïóñòü A - îãðàíè÷åííûé, An - âïîëíå íåïðåðûâíû è }An} Ñ }A}, òîãäà A - êîìïàêòíûé.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü A - êîìïàêòíûé, òîãäà Dz P H : }z} � 1 è }Az} � }A}.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü tenu8n�1 - ÎÍÁ â ñåïàðàáåëüíîì H. Pnx �
n°

k�1

px, ekqek. Ïóñòü A - êîìïàêòíûé, òîãäà

}A� PnAPn} Ñ 0.

4 Òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ

4.1 Òðåòüÿ òåîðåìà ôðåäãîëüìà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð T � E �A, ãäå A - âïîëíå íåïðåðûâíûé.

Òåîðåìà 18. Da ¡ 0 : }Tx} ¥ a}x},@x K kerT

Òåîðåìà 19. RpT q - çàìêíóòî
Òåîðåìà 20. Ïóñòü B - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå H � kerB `
RpB�q � kerB� `RpBq
Òåîðåìà 21. (III - Ôðåäãîëüìà)
Óðàâíåíèå Tx � y ðàçðåøèìî ô y K kerT�

4.2 Ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà

Òåîðåìà 22. def T � dimkerT   8
Òåîðåìà 23. (î ñòàáèëèçàöèè ÿäåð)
DN P N : kerT � kerT 2 � � � � � kerTN � kerTN�1 � . . .

Òåîðåìà 24. (I - Ôðåäãîëüìà)
Óðàâíåíèå Tx � y ðàçðåøèìî ïðè @ ïðàâîé ÷àñòè ô kerT � H
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4.3 Âòîðàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà

Òåîðåìà 25. (II - Ôðåäãîëüìà)
def T � def T�   8

4.4 Îáùåå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà

pA� λEqx � y, λ � 0 P C, A� âï. íåïð.

ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå
pE � Ãqx � ỹ, ỹ � �y{λ, Ã � �A{λ

Òåîðåìà 26. Óðàâíåíèå pA� λEqx � y ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ô kerA� λE � t0u
Òåîðåìà 27. defpA� λEq � defpA� � λEq   8
Òåîðåìà 28. Óðàâíåíèå pA� λEqx � y ðàçðåøèìî ô y K kerA� � λE.

Òåîðåìà 29. (Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà)
Ëèáî óðàâíåíèå pA� λEqx � y ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, ëèáî kerA� λE � t0u

5 Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

5.1 Ñïåêòð îïåðàòîðà

X - áàíàõîâî.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Òî÷êà λ P C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A, åñëè

1. ker pA� λEq � t0u
2. RpA� λEq � X

3. DpA� λEq�1 - îãðàíè÷åííûé è îïðåäåë¼ííûé íà âñåì X.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåì ρpAq
Îïðåäåëåíèå 5.3. σpAq � CzρpAq - ñïåêòð îïåðàòîðà A.
Òåîðåìà 30. Ïóñòü A - îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð è |λ| ¡ }A} ñ λ P ρpAq.
Îïðåäåëåíèå 5.4. RApλq � pA� λEq�1 - ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 31. Ïóñòü A - îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, λ P ρpAq, |∆|   1

}RApλq} ñ λ�∆ P ρpAq.

Òåîðåìà 32. (Òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà)
Åñëè A - îãðàíè÷åííûé è λ, µ P ρpAq, òî RApλq �RApµq � pλ� µqRApλqRApµq
Òåîðåìà 33. H - ãèëüáåðòîâî. Ïóñòü A : H Ñ H - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òîãäà σpAq � H.

5.2 Ñïåêòð âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà

Îïðåäåëåíèå 5.5. (Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ñïåêòðà)
Ïóñòü λ P σpAq, òîãäà
1. Åñëè ker pA� λEq � t0u, òî λ ïðèíäàëæåèò òî÷å÷íîìó ñïåêòðó σppAq.
2. Åñëè ker pA� λEq � t0u, RpA�λEq � X, íî RpA� λEq � X, òî λ ïðèíàäëåæèò íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó

σcpAq.
3. Åñëè ker pA� λEq � t0u, RpA � λEq � X è RpA� λEq � X, òî λ ïðèíàäëåæèò îñòàòî÷íîìó ñïåêòðó

σrpAq.
Òåîðåìà 34. Ïóñòü A - âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð è λ � 0 P σpAq, òîãäà λ P σppAq.
Òåîðåìà 35. Åñëè dimH � 8 è A - âïîëíå íåïðåðûâíûé, òî 0 P σpAq.
Òåîðåìà 36. Ïóñòü A - âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, òîãäà åñëè â ñïåêòðå σpAq åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
λn, òî λn Ñ 0.

5.3 Ñïåêòð ñàìîñîïðîæÿåííîãî îïåðàòîðà

H - ãèëüáðåòîâî. A : H Ñ H - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé.

Òåîðåìà 37. Ïóñòü A - îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òîãäà }A} � sup
}x}�1

pAx, xq � µ.

Òåîðåìà 38. Îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A - ñàìîñïðÿæåííûé ô Im pAx, xq � 0,@x P X

Òåîðåìà 39. Ïóñòü A îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òîãäà σpAq � R

Ëåììà 5.1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà A îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îðòãîíàëüíû.
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5.4 Òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

Ïóñòü H - ãèëüáåðòîâî. A : H Ñ H - ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðâíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 40. Ïóñòü M � sup
}x}�1

pAx, xq,�m � inf
}x}�1

pAx, xq, òîãäà σpAq � r�m,M s, åñëè dim H � 8, òî
0 P r�m,M s.
Òåîðåìà 41. Dλ - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A: }A} � |λ|
Òåîðåìà 42. (Ãèëüáåðòà-Øìèäòà)
Â çàìûêàíèè îáðàçà îïåðàòîðà A ñîäåðæèòñÿ ïîëíàÿ îðòíîðîìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
îòâå÷àþùèõ λ � 0

5.5 Òåîðåìà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü Axptq � ³
D
Kpt, sqxpsqds - èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð.

1. Kpt, sq � Kps, tq
2. D - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

3.
³
D
|Kpt, sq|2ds ¤ C,@t P D

Òåîðåìà 43. Åñëè y � Ax, òî ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì A ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â D ê
ôóíêöèè yptq.

6 Íåëèíåéíûå îïåðàòîðû. Òåîðåìà Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

6.1 Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Òåîðåìà 44. (Áðàóýðà)
Ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå çàìêíóòîãî øàðà â ñåáÿ â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
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